5. cviceni - teorie

TODO: ‘znaéeni pro gradient ‘

Véta 20 (derivace slozené funkce). Necht r,s € N a necht G € R*, H C R" jsou oteviené
mnoziny. Necht ¢1,...,0, € CYG),f € C*(H) a bod [¢1(z),...,¢-(x)] € H pro kazdé
x € G. Potom slozené funkce F' : G — R dana pfedpisem

F($) = f(¢1($),§02($)7...,§0r($)) ,z € G,

je t¥idy C! na G. Necht a € G a b = [p1(a),...,¢(a)]. Pak pro j € {1,...,s} plati

OF <~ 0f 0
5, 0= 2 5 050 (@)

i=1

Véta 22 (o implicitni funkci). M&me otevienou mnozinu G C R™! a bod [zg, 5] € G.
Uvazujme funkci F' : G — R spliiujici:

(i) FeC(qG),
(ii) F(xo,y0) =0,
(iii) 95 (wo,0) # 0.

Pak existuje U okoli bodu zy (v R™) a okoli V' bodu yy (v R) takova, ze pro kazdé = € U
existuje pravé jedno y € V spliwujici F(z,y) = 0. Oznaime-li tot y jako o(z), pak takto
vznikla funkce ¢ € C1(U) a

oF
dp 5z, (z,0(2)) )
)= " sorelje{l,... n).
Oz O (2, ()

Poznamka. Vzdy plati, ze ¢(xo) = yo a F (z,¢(x)) = 0 na jistém okoli bodu xy.

Véta 23 (o dvou implicitnich funkcich). Mé&jme otevienou mnozinu G' C R™*2 a bod [z, o] €
G. Uvazujme dvé funkce F, Fy : G — R splijici pro né&jaké k € NU {4o00}:

(a) Fy, Fy € CHG),

(b) Fi(xo,y0) =0, Fa(xo,50) =0 a

oOF,  OF
oy1 Oy2

©) | o, | (F090) = G5 (70 30) - G2 (0, 90) = G (w0, o) - 53 (0, 0) # 0.
dy1 Oy2

Potom existuje U okoli bodu zg (v R") a okoli V bodu yo (v R?) takovi, ze pro kazdé
x € U existuje jediné y € V spliwjici Fy(z,y) = 0 = Fy(z,y). MuZeme tedy reprezentovat
[y1,92] = [p(@),9(2)] pro n&jaké funkee ¢, € C*(U).

Poznamka. Obvykle dostaneme soustavu rovnic o proménnych x,y,u,v. Pak bod zg vé
vEté vyse je z naseho zadani [zg,yo] a bod yp je z nadeho zadani bod [ug,vg]. Vzdy plati
QO(LUO’yO) = u07¢(‘r07y0) =1 a Fl (I,y, 90(1“’3/)7 w(x7y)) =0 na JlStém okoli [$07y0]~
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Definice (gradient). Necht G C R" je oteviena a g € C*(G). Pak

Vy(z) = (g5, (%), ., 9, (), ze€C.
Jde tedy o vektor parcidlnich derivaci funkce g.

Definice (Te¢na nadrovina). Necht G C R" oteviena, a € G, f € C'(G). Pak graf funkce
T(z) = f(a)+ Y fr,(a) - (zi - a;)
i=1

je te¢na nadrovina fe grafu funkce f v bodé [a, f(a)].

Poznamka (Prohozeni soutfadnic). Chceme-li ukazat, ze zadand rovnost urcuje implicitné
zadanou funkci jinych proménnych, nez obvykle, sta¢i v postupu prohodit soufadnice. Vizte
priklad niZe.

Piiklad. Ukazte, Ze rovnice 22 + y? = 1 uréuje na okoli bodu [1,0] implicitné zadanou funkci
¢ proménné y. (nikoli proménné x).

Postup bude stejny, akorat tam, v postupu prohodime vyskyty F, Fé - tj. prfi ovéfovani
(1i1) ve Vé&té 22 budeme zjistovat, zda F.(xo,y0) # 0 atd.

Navod
e anulujeme rovnici a nenulovou stranu oznac¢ime jako F
e spocteme parcialni derivace F

e ovéiime predpoklady Véty 22, resp. Véty 23

dle Véty 22, resp. 23, spoteme ¢, resp. ¢, 1’ pomoci nasl.

— pomoci fetizkového pravidla

— metodou: zderivuji rovnost F(z, ¢(x)) = 0 podle pfislusné proménné, vyjadiim ¢’

dosadime spoctené do te¢né nadroviny z definice

NiZe uvedené vzorce je potieba u zkousky odvodit!
Vzorec pro ¢ (jedna implicitni funkce) (odvozen ve 4. cvideni dle V&t 22 a 20), ¢ a
jeji derivace jsou v bodé z a F' a jeji derivace v bodé (z, p(z))

g Fet By o) By = B (B4 By &)
(Fy)°

Poznamka. Pokud chceme, aby x = ¢(y), pak vzorec vySe musime upravit tak, ze kde je F,
bude Fy a naopak.
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Vzorce pro parcialni derivace funkci ¢ a v, pFicemz funkce ¢, 1 a jejich derivace jsou

vyhodnoceny v bodé (z,y) a Fi, Fy i jejich derivace v bodé (z,y, ¢(x,y),¥(z,y)) (odvozeni
nize)

o = (Fy)y (F1), — (1), (F),, o= — (F1)y ¥y — (F1),
L), (B, — (B, (), T (F1)y,

o — (Fa), (F1), — (Fu)y, (Fa), = (Fa), ), — (F1),
v E), B, - (R (R, T (B

Ziskané vztahy odpovidaji tomu, Ze (¢l ,1!) je feSenim soustavy dané matici
< (F1)y (F1)y | —(Fi)a )
(F2)y  (F2)y | —(F2)a
a (¢, 1,) je FeSenim soustavy dané matici
< (P (B, | =(Fa)y ) '
(F2)y  (F2)y | —(F2)y

Matice vySe (bez pravé strany) je pfesné matice, jejiz determinant ovéfujeme ve V&té 23.

Odvozeni vzorcu derivaci ¢ a ¢

Plati, ze Fi(x,y,(x,y),%(r,y)) = 0 = Fa(x,y,¢(x,y),%(x,y)). Rovnosti zderivujeme
podle x, pficem? pouzijeme Fetizkové pravidlo (Véta 20).

OF, v
0= 2 (B, + (R, o+ (R, v /- (R,

oFy v«
0= N2 (Y (B, (B (R,

0= (F), (F2), + (F1), (Fo), - & + (F1)., (F2), - ¢,
0= (F), (F1), + (F2), (F1)), - & + (F2), (F1), - ¢,

0= (F1), (F2), — (Fa), (F1), + (F1), (Fa), - ¢, — (F2), (F1)y, - ¥
= (Fy)y (F1)y — (F1)}, (Fa),
(), (R, — (B2, (F),

—(F1)y i —(F);
(F1)y, )
Analogicky se odvodi vztahy pro derivace podle y. Dostavame tedy nasledujici.

Navic z uplné prvni rovnosti plyne, Ze ¢! =

o = (Fp)y (F1),, — (1) (F),, o= — (F)y v — (P
(R, (Be), — (B), (Fu), (F1),,

o — (Fa), (F1), — (F1),, (Fy), o = —(F1), ¥y — (F1),,
(), (Fa), — (B, (B, Y (F1),,
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